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* Over de homog·eni tei t van een ctgtr 
§1. Lemma llo1.1~ Een homogene ctgtr X voldoet aan het eerste aftel-
baarheidsaxioma. 
Bewijs~ 
Zij {x.}. een aftelbaar oneindige verzameling in xi daar X com-1 l<w '/! 
pact is, heeft deze verzameling een verdichtingspunt, bijv. y; y 
is dan de limiet van een aftelbare rij, en omdat X homogeen is, is 
elk punt van X, en i.h.b. a= inf X, de limiet van een aftelbare rij. 
Voor a betekent dit, dat in dit punt een aftelbare locale basis be-
staat; daar X homogeen is, geldt di t voor elke x e X; maar dat be-
tekent dat X aan het 1e aftelbaarheidsaxioma voldoet. 
Stelling 11.1.1~ Als X een ctgtr is, en IX1>£9 dan is X niet ho-
mogeeno 
Bewijs~ 
Op grand van stelling 1.4.3.1. gevolg, voldoet X niet aan het 1e 
aftelbaarheidsaxioma; en dus is (lemma 11.1.1) X niet homogeen. 
Lemma llo1o2~ Een homogene ctgtr Xis O-dimensionaal. 
Bewijs~ 
Zij Y een component van X. lndien IYl>1, zij dan a=inf Y, b=sup Y, 
en zij c zodanig dat a<c<b. Als nu Cx de component in X aanduidti 
waarin x ligt, is blijkbaar C ,{a}= Y,{a} een samenhangende deel-
a 
ruimte van X, terwijl C ,{c}= Y,{c} een niet-samenhangende deel-
c 
ruimte van Xis. Dan is echter X niet homogeen. Dus IYI= l; doWoZo 
dat X O-dimensionaal iso 
§2. Hulpstelling: Als a en 8 = 
zijn, en a~8, dan bestaat 
a, zodanig dat lim u. = e. 
i<a 1 
0 • . • 
w aftelbare l1m1etord1naalgetallen 
een stiJ0 gende riJ0 (u.). van het type 
· 1 i<a · 
*) Dit is een vervolg op WN 6; een verwijzing naar St l.4o3.1 1s een 
verwijzing naar WN 6, st. 4o3o 1. ; enz. ,, 
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Bewijs: 
1o We merken eerst op, dat bij elk aftelbaar limietordinaalgetal 8 een 
rij (o.). bestaatj zodanig dat lim o.=8. 1. 1.<w . 1. 1.<w 
Immers~ zij {v.). de, als type w welgeordende, verzameling van 
1 1.<w 
ordinaalgetallen <8; een monotoon sti,jgende deelrij van de rij 
(v.). is een rij (o.). met de gevraagde eigenschappeno 1. 1.<w 1. 1.<w 
2o Voorts laten we z1.en, dat het voldoende is, de stelling te bewij-
zen voor ordinaalgetallen a.~8, die geschreven kunnen warden als 
a.=w y ( 1 < y <o). 
= = y y2 yk . 
Immers~ als a.=w 1 • n 1+w o n2+ ••• +w • nk, ni>O(i=1,2, ••• k) 
c5C~)y 1>y9 > ... >yk >O, dan kan men schrijven a.=a.'+wyk; als nu 
(v.). "'f'J;,lti, een stijgende rij is, met limiet w0 , dan is oak 
1 1.<w ·~ 
(µ.). ~en stijgende rij met limiet w0 , als µ.= i voor i< a. 9 1. 1.<a. 1. 
enµ.= a. 8 ~ v. voor a. 9~i<a.. 
1 1 
3. We bewijzen nu de stelling door transfiniete inductie naar o. 
(i) 6=1 impliceert 8=w, a.=w, en de bewering is triviaal. 
(ii) Zij de stelling bewezen voor o<E 
(ii,1) Zij £= o1+1o 
• E 6 1+1 Cl Dan 1 s 8= w = w = w G w= a, e w G 
y T Als a= w =8 is de bewering triviaal; zij dus a.=w<8; 
dan 1.s a.~8 1 • 
Op grand van de inductie-aanname is 81 de limiet van een 
stiJ'gende riJ' (v.). van het type a.· 81 is echter oak de . 1. 1.<a. . ' 
limiet van een stijgende rij (A.). van het type w; indien J J<w 
nu 
(
µi = vi voor alle i met vi< AO 
µ
1
. = 81.j+v1. voor alle i met A. 1 < v. <A., J- = 1. J 
dan is(µ) i i<a. een stijgende rij van het type a., en lim µ.=8 1 i<a. 
(iio2) Zij E een limietgetal. 
Dan is Ede limiet van een stijgende rij (E ) • 
n n<w 
En ook is dan 
E 
8= lim w n. 
n<w 
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Als a=wy = 8 is de bewering triviaal; zij dus a=wy<8o 
Indien nu 
6 
{
V = {v/ v < ¾ii} 
0 £ e: 
Vn = {v/w n-1 ~v<w n} 
dan bestaat dus een N, zodanig dat 
type V 
n 
En 
=w > a voor N ~:n <w 
y 
ao Als o.=w , 
Voor N<n<w 
( v {n) =) 
. . <a 
1 1 1 
y= y1+1, 
is elke 
van het 
== 
dan is a=W 
Y1+1 
e:n de limiet w 
type a1o 
Definieert men nu voor N<n<w 
= 
= 
Y1 
w = a10 w0 :W 0 
van een stijgende rij 
e: 
ui= w n- 1+ "i(n) voor a1.(n-N)~i<a1 .(n-N+1), 
een rij van het type a, en lim 
i <a 
b. Als a= wy en y i.s limietgetal, dan is y de limiet van een stij-
gende rij ( y ) , en ook is 
n n<w 
a= lim 
nfw 
Voor N <n<w is nu 
= 
een stijgende rij 
Definieert men nu voor N<n<w 
= 
e: 
e: 
~n dus is w n de limiet 
Yn 
van het type w • 
. n-1 (n) U.=w +v. Y n-N e:n-N+1 voor w <i< w , 
dan is 
1 1 = 
een rij van het type a, en lim U.=80 
i<a 1 
Lemma IIo2o1~ Zij X = zw' · !al;;,Jt_,o 
van 
1. Als p geen sprongpunt is, of als peen rechtersprongpunt is, 
geldt~ {x/x~} v, Z a 
w 
2. Als p geen sprongpunt is, of als peen linkersprongpunt is, 
geldt ~ {x/p<x} ~ Z 
= •i': wa 
Bewijs: 
Zij L = {p/ 3 i 0 <wa 
R = {p/ ]i0 <wa 
p,=O 
l 
p.=1 
l. 
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voor i~_i0 } 
voor i~i0 } 
In beide gevallen zullen we onder i 0 steeds de kleinste index 
verstaan met de verlangde eigenschapo 
Het is duidelijk, dat een linkersprongpunt (rechtersprongpunt) 
tot L(tot R) behoort, en dat een punt van L (van R), dan en 
slechts dan een linkersprongpunt (rechtersprongpunt) is, als 
i 0 een niet-limietgetal is. 
(i)ZijpfRo 
laat (mA)A de welgeordende rij van indices zijn, waarvoor 
PmA=1; dan is (mA)A een rij van het type wa. 
Definieer nu 
m ~ plaat~ 
'0 
V = 0 
{x/x ~p0p 1 •••• o 1-,-,-, .-.-.... } 
als A een 
e 
{ 
~A- pla~ts 
niet-limietgetal is 
e ;A- plaats 
= x/p0p 1ooooOOOO •••• ~x ~PoP,••• 0 111oooo } 
als A een limietgetal is, en nA 
·Definieer ook 
w0 = {x/x~O 11110000} 
) 
e 
= lim m. o 
i<A 1 
( A- i ,'i plaats 
,t ) 
WA = { x/ 111 • • o • 1 0000 o o o • ~ x ~ 111 o ••• 
A - plaats 
.J, ) 
0 11111 ••• } 
als A een niet-limietgetal is 
e e 
~- plaats . l- plaats 
{ / 
,.,, .. ;,t; ► 
= X 1111 o o o o 0000 o o o o ~X ~ 1111 o o o o O 1111 o o o o o 
als A een limietgetal iso 
Het is duidelijk, dat de verza.melingen VA, WA (O~,\<wa) alle 
ge~ijkgeordend zijn met Z a. 
w 
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Hieruit volgt, dat ook de geordende verenigingen 
dus ook {x/x~} 
en U a WA , 
ACW 
en Z a 
w 
gelijkgeordend zijn. 
(ii) Op analoge wijze bewijst men, dat voor p ~ L geldt: 
{x/p !X} - Zwa 
(iii) Hieruit volgt dat voor p,L, qE R, p <q geldt: 
{x/p <x <q} VIZ a 
... == w 
2. We bewijzen vervolgens: 
(i) Als 8 een aftelbaar limietordinaalgetal is, en B!wa, dan is 
Z a te schrijven als geordende vereniging van het type S 
w 
van verzamelingen A. (O!i !B), waarbij A. VIZ a voor 
J. J. w 
0 ~i < ~ en I As I= 1 • 
Aldus: 
Op grond 
(1-1i)i<S 
Zij nu 
van de hulpstelling bestaat een stijgende rij 
a 
zodanig dat lim µ, =w. 
i<S i 
e µ - plaats 
iJ O ) 
A0 = {x/x ~1110 ••• 0 11100•0 } 
e 
,t'i_ 1- plaats ) 
e \l·- plaats 
,t,1 ) 
0 1111o •• } A. = { x/ 111 ••• 10000. • • <x < 111 ••• 
J. = = 
als i een niet-limietgetal is 
,. .h . "" .. ' . 
_y.c plaats ' µ.~ plaats 
vJ.- iJ. 
= { / . > ·---➔} X 1111onoo00QQQ••• <x< 1111000001111000 
,~ = = 
· 
0 J '• " als i een limietgetal is, _. v. =lim µ. 
Aa= {11111 ••• }. J. "<i J 
Dan voldoen de verzamelingen A. ( 0 ~ i ~ 8) aan de gesteld~ 
J. 
ord~naa.l 
(ii) Als Been aftelbaar limie~getal is, en S!w0 , dan is Z a 
w 
te 
* schrijven als geordende vereniging van het type 8 van ver-
zamelingen A. ( 0 ! i !S), waarbij A.v, Z a voor O ! i < 8 9 en J. J. w 
I AB I =1 0 
Bewi.i s als boven 
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Jo (i) Zij nu p geen sprongpunt, en zij (mA)A<S de welgeordende rij 
van indices, waarvoor p = 1; dan is Seen limietgetalo 
mA 
Definieer nu e ro- plaats 
B = 
0 {x/x~p0p 1 •• o O 1111000} e -e 1 q'•h- "' 
m. 1- plaats m. - plaats ,1.- \~ 
B.= 
l. 
"' ---)~ ,v ) 
{x/ p0p 1 ••• 1 oooo ... ~x~p0p 1 •• o 1111o. } 
= {x/ 
BS= {p} 
als i een niet-limietgetal is 
e e 
n.- plaats m.- plaats 
~l. ) ~l. • ) 
p0p 1• ooO 000 •• •.:;, x ~p0p 1 uO 1111 •••• } 
als 1. een limietgetal is, en n.=lim m: 
l. j <i J 
Op grand van 1.en _g_. (i) volgt nu gemakkelijk, dat 
{x/x~ }V'\ Z a. 
w 
~,!,w.Ji.,.,,'" 
(ii),Op dezelfde wijze kan men aantonen, dat, als p geen sprongpunt 
,,..i,. 
is, {x/p<x:}"' Z a. 
== w 
Lemma II.2.2~ Zij X = z:a ; f al;;]t0 
Als inf X < p < sup X, dan geldt 
{x/x~}V1 {x/p~} v, z:a 
analoog aan dat vam lemma II.2.1. 
Stelling IIo2.1: Indien la bJe0 is Z wa een homogene topologische 
ruimteo 
Bewijs: 
1. We merken eerst op: als I€. Z a en I is een clopen interval in 
w 
Z a , waarvoor geldt Ivi Z a , dan is ook (Z a\ I )v, Z a • 
w w w w 
Immers: als p = inf I, q= sup I, dan is ten hoogste een der ver~ 
zamelingen I = {x/ x < p } , I = {x/ x >q } 1:~; indien I :/ r/J( en/ of p q p 
I"' -:/: r/J) dan is I vi Z a (en/of I VJ Z a ) , op grand van lemma II,2.1; 
'i p w q w 
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dan is ook ( in alle drie de mogelijke gevallen) I u I v, Z a o p q w 
2o Kies nu p,qE: Zwa ; p f: qo 
Dan is (respoq) de dr·orsnede van een dalende aftelbare rij van 
clopen intervallen In (resp Jn); zobodoa.~j I 1n J 1 = ¢0 
Zij f O een monotone afbeelding van Z w a \ I 1 op Z w q , J 1 ; 
ZiJ' f een monotone afbeelding van I \ I +1 op J \ J n n n n n+1° 
(n=1g2,3, •• o)o 
Dan is de functie f die gedefinieerd wordt door 
f(x) = fn (x) als x E In, In+l 
(n=0,1,2,3, •• o ; I 0 = Zwa) ; f(p) = q, een topologische afbeel-
ding van Z a op zichzelf, die voldoet aan f(p) = q. 
w 
Dit betekent dat Z a homogeen is. 
w 
Stelling II.2.2: Als Z~ de topologische ruimte is, die uit 
w * * * . Z a ontstaat door 
w ~ 
identificatie van inf Z a en sup Z a, dan 
w w 
is Z a homogeen. 
w 
Bewijs: volgt uit lemma II.2o2o 
§l_. Stelling II.3.1: Indien y= f3+w0 , en 8~w0 , dan is Z niet homo-
Y 
geen. 
Bewijs: Zonder beperking der algemeenheid zij 8~= o+wE , met E~a. 
Z a 
w 
D 
(i) Kies p=(p) zodanig dat i i<y 
q 
..;· 
{
V~<f3 ]j,k: (i~,k<f3 
V :e,f3 : p . = 0 
- l. 
Het is duidelijk, dat iedere 
, bevat, die gelijkgeordend is 
omgeving ,p van p een deelruimte 
met Z E+ ·Q. 
w w 
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Op grond van lemma I~3.4.1 geldt dus 
(ii) 
H', e 0{~Q )>w + WCI. p = 
Kies q = (q) zodanig dat i i<y 
Vi ]j,k: (i<j,k<y 
Dan heeft q omgevingen 
Dan is echter 
e('fo ) = wa 
q 
'O, die gelijkgeordend zijn met Z a. q - U) 
(iii) z8• Zwa is dus niet homogeen; hetzelfde geldt dan voor 
Z0 a., = Z • µ+ w y 
